Funkcje Analityczne — egzamin termin zerowy
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e Prosze pisaé¢ rozwiazanie kazdego zadania na osobnej kartce.

e Kazda kartke prosze podpisa¢: imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz numerem
grupy ¢wiczeniowej lub nazwiskiem osoby prowadzacej ¢wiczenia.

Zadanie 1. (10p.)
Oblicz catke
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Rozwiazanie:

To jest raczej standardowa calka. Stosujemy podstawienie z = exp (i), wowczas cos(f) = %{1
oraz df = —idf. Po podstawieniu otrzymujemy catke
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Zadanie 2. (10p.)
Wyznaczy¢ liczbe pierwiastkéw wielomianu P(z) = 2% — 132° + 7 w:
(a) pierdcieniu 1 < |z| < 3;
(b) pélptaszczyinie {z € C: Re(z) > 0}.

Zadanie 3. (10p.)

(a) Pokaz, ze homografia postaci

z+b
h(z):z—f—d

przeksztalca dysk jednostkowy D := D(0,1) na obszar H_ = {z € C: Re(z) < 0} wtedy i tylko
wtedy, gdy b = —d oraz |b| = 1.

(b) Dla dowolnie wybranych punktéw p € D, ¢ € D \ {0}, pokaz, ze istnieje holomorficzna suriekcja
f: D — D\ {0}

taka, ze f(p) = gq.




Rozwiagzanie:

(a) Pokazemy najpierw, ze kazda homografia h(z) = jjr'g, gdzie |b| = 1 oraz b = —d, przeksztalca

dysk jednostkowy 0D(0, 1) na pélptaszczyzne H_. Niech z € D(0,1), czyli |z| < 1. Mamy

h(z) = z+b  (z4b)(z—0b) |22 +bz—bz—[b]* |2|* =1+ 2iIm(bz)
z=b |z = bf* |z = bf* R '

Stad,
Re(h(z)) = |z|* =1 < 0.

Zatem h(D(0,1)) =H_.
z+b

Zalézmy teraz, ze homografia h(z) = Z; przeksztalca dysk jednostkowy D(0,1) na pélplasz-
czyzne H_. Zauwazmy, ze szukana homografia h przeksztalca okrag jednostkowy 9D(0,1) na
prosta L = {z € C: Re(z) < 0}. Zauwazmy, ze h(—b) = 0, zatem —b € 9D(0,1), stad |b| = 1.
Z drugiej strony, h(co) = 1. Zauwazmy, ze punkty 0 i co sa symetryczne wzgledem okregu
jednostkowego 0D(0, 1) (tzn. punkt oo jest obrazem 0 przez inwersje wzgledem okregu jednost-
kowego). Zatem punkty h(0) i h(c0) sa symetryczne wzgledem h(0D(0,1) = L, Skoro h(oo) = 1,

to oznacza, ze h(0) = —1. Stad otrzymujemy, ze
b
—-1=~h(0)=-
0=,
zatem b = —d. Podsumowujac, pokazaliSmy, ze je$li homografia h(z) = jis przeksztatca dysk

D(0,1) na pélplaszczyzne H_, to |b] = 1 oraz b = —d, co konczy dowdd.

Zadanie 4. (10p.)
Niech @ C C oznacza domkniety czworokat (razem z wnetrzem) o wierzchotkach +1, (1 +4v/3)/2 oraz
niech Q = C\ Q. Rozwazmy nastepujaca funkcje na obszarze (2
z—1
e =i

(a) Niech v bedzie okregiem o $rodku 0 i promieniu 2 ze standardowa orientacja. Wyznacz wartosé

catki /
/ ')
5 f(2)
(b) Czy na zbiorze Q istnieje holomorficzna galaz funkcji log f(2)? Innymi stowy, czy na  istnieje
funkcja holomorficzna g taka, ze exp(g) = f?

Zadanie 5. (10p.)
Zalézmy, ze funkcja F(z) jest funkcja meromorficzna na C, ktéra ma pojedyncze bieguny w punktach
z € ZLgo oraz spelnia:
1. F(z+1)=2zF(z),dla z € C\ Zgo,
2. F(1) =1

Wyznacz Res(f, k), dla k € Zgo.

Zadanie 6. (10p.)
Zalézmy, ze f jest holomorficzna na D(0, 1) oraz spelnia f(0) = 0, Re f(z) < 1. Pokaz, Ze spelnione sa
nastepujace nieréwnosci:
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